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clasaa V-a

Exercitiul 1

1. a=2024+2-(1+2+3+.....42023)=2024+2- 2023 - 2024: 2=2024+2023- 2024 = 2p
20242,
b= 143+5+...42023=1+243+4+5+.....42023 - 2+4 + 6 + - + 2022)= ip
2023+2024:2-2( 1+2+3+ ... +1011)=2023-1012 - 1011- 1012 = 2p
1012(2023-1011)=10122. 1p
a=20242=(2-1012)%=2% - 10122 =4b. 1p
TOTAL 7p
Exercitiul 2
a) Avem :20222022%%% = 9(202022°* " =g 2022%%% 2022 1p
222202227 2022 — (202220222022)2022 1ip
= (20222022 )2022°%  Decj a=202220%2 ca
b) Notim ab =x, unde x= 10, x< 99. ip
Rezultd x2 + x3 = k? ® x2(1 + x) = k*. 1p
Este necesar ca 1+x si fie patrat perfect =x+1€ {16,25,36,49,64,81,100}. 1p
Deci x= ab € {15,24,35,48,63,80,99}. 1p
TOTAL 7p
Exercitiul 3
Relatia din enunt devine: abc = be(a+ 1) +a+5sia+5<bec. 2p
Obtinem : 100a + be = a - bc + bc + a + 5 rezultd 99g—a-bc =5. o
Avem ca: a(99 — bc) = 5 de unde rezulticia = 1 sau a = 5.
Pentru a = 1 se obfine abc = 194. 3
Pentru @ = 5 se obtine abc = 598. 1p
TOTAL 7p
Exercitiul 4
a) Presupunem cd toate resturile sunt 3, atunci suma lor este 54, ip
Diferenta 74 -54 = 20 este determinati de diferenta resturilor 5-3=2.
1p
Rezultd ci sunt 20:2=10 resturi egale cu 5.
Deci avem 8§ resturi egale cu 3. Ip
b) Fie ay, 3, a3,d4,..., 015 cele 18 numere naturale,
€15 €2,C3, Cayorsy Crg CAIUTIIE $1 77, 15,73, T4s o i T18 resturile obtinute prin
impartirea lan. Atunci:a; =n-¢ +71,0; =" 0 L .
@15 =N C13tT1g 1p
Resturile sunt 3sau 5 = n > 5. 1p
o+ a; + Azttt ag = ne(Gte vt Cat... Feig) + 74591
Asadar, n - (c;t¢; + €3+ Cat...+C1g)=517=11-47 ip
cel mai mic numar natural n care satisface conditiile din enunt este 11.
ip

TOTAL

7p




Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa Locala, Judetul Dolj, 11 februarie 2023
CLASA a VI-a — solutii
Problema 1. Aratati ca dacé a, b gi ¢ sunt cifre nenule si

ab be ca
a0 +oE bi0+ba w0+

atuncia = b = c.

ab be ca ab+bc+ca
Solutie. Avem —— —_—— = = — .2
ab{}+ac beO+ba caO+cb  ab0+ ac + beO + ba + cal + cb
ab + bc+ca 11(a+b+¢) 1
Dar; e=—0—————— — = B e e T A ST 2p
ab0 +ac + bc +ba+cal +cb  12l(a+b+c) 11
ab 1
Din W = avem ab0 + a¢ = 11ab, adica ¢ = ab, de unde deducem ¢ = b. 1p
ab0) +ac 11
be 1 I
Din_c = — avem bc0 + ba = 11bc, adica ba = be, de unde deducem a = c. . 1p
b0 +ba 11
ASAAT @ = B = ittt e ip

Problema 2. Se considerd numérul A =3 + 3% 4 3% + ... 4+ 32022,
a) Arétati ca A se divide cu 156.
b) Determinati numéarul perechilor (p,n) de numere naturale pentru care p" = 2- A+3.

Solutie. a) Un numar este divizibil cu 156 daca este divizibil cu 3, 451 13......... ip
A=3(1+3+3 4+ +3%2) deci A1 ...ooviiniiiiiiiiii i ip
A=314+3)+331+3)+---+3%020(1+3),deci A4 ..covviniiiniiiiiannn. 1p
A=3(1+34+3)+3*1+3+3*)++390(1+3+3?%), deci Ai13 ........... 1p

b)3A=324+33+3*+--- + 328 deci A= (322 —3):2. Atunci 24+3=23"% 1p
Perechile cautate sunt (p,n) € {(3,2023), (37,17:17), (3'7,7-17), (3717, 17), (31717, 7), (3%°%%, 1)},
ST B BEIEH s rammramenss vom oo oRe Sm S SRR S S A S SR T S RS 2p

Problema 3. Fie EE)‘"B, W, 563, DOA unghiuri formate in jurul unui punct.
Se gtie ca:

9.C0D =3-A0B, 10- BOC = 9- DOA

A0B _BOC
2 9

a) Aatati ca bisectoarele unghiurilor AOB §1 A0D formeazi un unghi drept.

b) Dacd OP este bisectoarea unghiului BOC si OQ este bisectoarea unghiului AOD
aflati unghiul POQ.




10B BOC

Solutie. Din 5 7 = k, deducem AOB = 2k si BOC=9.............. 1p
Atunci COD = 3k §6 DOA = 10K .. ..\ oveeeee e 1p
Avem %{z_igk + 3k + 10k = 360°, & = 15% ... cuonninsmmmonsnnsnsis s v s ssins 1p
Astfel ADB=30°, BOC =135°, CQOL =45, IDOA = TB0P .. cos con omsmsn s wis & 1p
a) Daca OM si OQ sunt bisectoarele unghiurilor AOB si AOD, atunci

TG BB TRER] Q% s e o e s v s g 1p
b) POQ = POB + AOB + AOQ . ... ... oo\ ip

== 135° 150° ’
Deci POQ = + 30° + =2 L2 wvemmsmmsnans snm 5 GHTEERR R A T 1p

Problema 4. Fie multimea A = {2%-7%| a,b € N}.

a) Aflati cele mai mici 4 elemente din A care sunt patrate perfecte;

b) Demonstrati ca printre oricare 5 elemente din mulfimea A exista cel putin doua al
caror produs este patrat perfect.

Solutie. a) Numerele cautate sunt: 1,22 24 g1 72, ... . ... 2p
b) N = 2°. 7% este patrat perfect daca si numai daci a gi b sunt pare............. 1p
Dupéa paritatea exponentilor distingem patru forme de numere din A: 2797 . 7797,
JPar; TTHRPArs SVMPAT « PRAT SIMPAT  PUBET s e o S S S S S A e 2p
Conform Principiului cutiei, daca alegem 5 numere, doud dintre ele vor avea aceeasi
FOETRR: sivsvmaan von vos s Smi@ e Sk, o3 STmisin SRR Sl G0 00 AT S 1p
Produsul lor va fi de forma 2P%" - 7P97 adica patrat perfect ....................... 1p

[Rw]
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Olimpiada Nationali de Matematici
Etapa Locala, Judetul Dolj, 11 februarie 2023

Etapa locald — clasa a VII-a

e Pentru orice solutie corectii, chiar daci este diferiti de cea din barem, se acorda
punctajul corespunzitor.

J14 4B =243 Ip
2 2+J§)

l.a) ( . .

(3x+ 2)(\/?_;+ 2) 3x+2 “ 1p

=3x+2]2 =3x+2e{-2,-1,0,1} =>xe{-1,0} = card(4)=2 ip

1 sall=m 1 1

.+_
+
o
5

\/n(nwtl)(\/m*h/;) \/n(n \/m 1p
1

gyt 1t .t 1.4 _
VI V2 2 BB 4 J2023 2024
1b) | | 2024 -1 ip
J2024 2024
2024 -1 -[1 L ]= (+/2024 -1)(+2024 +1) 2023 lp
~ 2024 J2024 2024 2024
=[N]=0 Ip

1 1 1
Conform enunfului — +——=—(4)
VX0 NYo NP

Presupunem ¢ x, $1 ), sunt numere rationale patrate perfecte
. ) S | ip
=% €Qsi )y eQ =>—eQ si —€Q
\Xo A Yo

e@ :> E @, contradictie cu » nu este patrat perfect

- f f

Presupunem ca doar unul dintre numerele x, sau y, este numar rafional patrat perfect (1)

2
1
1,11 i,(__l_+;] L1 12 1

. 1
== i 1]
i I'I'YO.VO n Xy Mo Xy Yo i f' X Vo

= Jx¥ €Q = xyy, este numdr rational patrat perfect (2)




INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN DOLJ

T

Sir. lon Maiorescu Nr. 6, 200760 Craiova,
Telefon 0231/220961; DAS14UTA05 (407307 Fax: 0251421824, 0351407396
F-mail isjdelj@isidoljro Web: www.isjdolj.ro

Din (1) si (2) rezultd ca si celdlalt numdr este patrat perfect, ceea ce ar contrazice ipoteza
facuta (1).

111 Va2
YoV12 o 12dx
Ip
:l:MSX,yeN* ime@’xeN* :> 3x EN*
¥y 12x
=3x=k%,keN* ::3]?62 :>3|k = k=3a,aeN*
Ip
:>3x=9a2,aeN* =>x=3a2,aeN*
Analog: y=3b> beN* 1p
2.b)
Ecuatia devine: : + P :>l+l—l
’ "Ba \Bb 243 a b 2
2
:>b=a az,bEN* = a—2|2a i tindnd cont ci a—2[2a—4 =a-2/4 Ip
a-2¢e{1,2,4} =aec{3,4,6}
1) a=3 =b=6 =>x=27,y=108
2) a=4 =>b=4=>x=48,y=48 1p
3) a=6 =b=3 =>x=108,y=27
D =
ABGE este isoscel \ h
180°—135° , \
= <BEG = <BGE =—————=22°30 .
\ 1p
E
3.a)
A
BGFD paralelogram = BD|| FG = <FGE =<«BEG =22°30' ip
Cum BE=BD—-BA=>BD—-BE=BA = DE=AB=AD
AG=AB+BG=DE+ BE=BD=AC = ACG este isoscel,
de unde <AGC = % ~67°30", asadar <CGF =67°30'— 45° = 22°30" 2p
Obtinem «<CGF =<FGE =<EGB
ADAE=ADCE = AE=EC ip
AG=BD=GF = AGAF esteisoscel si GE este bisectoarea <AGF 1
1k = GE este mediatoarea segmentului AF = EF = AE P
-b) ALEAG =90° - < ADE =90°—67°30"'=22°30'
= AFEAG=<EGA = AAEG este isoscel = AE=EG ip

Obtinem E4=EG=EC=GF
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AD diametru = <c4BD =90° , . —
AC diametru = <«ACD =90°

4.a) \
= <XCBD=90°+90°=180° = C,B,D coliniare
Consideram O mijlocul segmentului CD.
Dreapta CD este mediatoarea segmentului AP si O CD = OP =04 (1)
OO, este linie mijlocie in AACD =00, || AD
Cum 4D 1 AN =00, LAN si ON =04
b = 0,0 este mediatoarea segmentului AN = O4=0ON (2)

OO, este linie mijlocie in AACD = 00, || AC
Cum AC 1L AM =00, LAN si O,M =0,4
= 0,0 este mediatoarea segmentului AM = O04=0M (3)

(1),(2),(3) = 04A=0M =0ON =0P = A,M,P, N sunt conciclice
= AMPN este inscriptibil




BAREM DE CORECTARE

Clasa a VIII-a

Problema 1
a)2x2+9—6xV2 20 Ip
(xvV2-3)2>0
Ip
b) 2a% + 9 > 6aV2, Ip
a - 1 Ip
202 +9 ~ 62
b 1 c < 1
2b2+9 — 6V2 ' 2c24+9 — 6V2 Ip
a b c 3 i
2a%2+9  2b%2+9  2¢249 T 6V2
a 4 b " c ‘:JQ
2a2+9 @ 2b2+9  2c¢24+9 — 4 1p
TOTAL o
Problema 2
n=a® si n+2023=b? si a+b este patrat perfect. 3p
b% —a®* = 2023 Ip
b+a=17% singura solutie i
a=141, b=148 lp
n=19881 Ip
TOTAL p
Problema 3
a)B'NLC'M,PM 1L (BCcC") ,PM LB'N Ip
B'N L (C'MP) Ip
b) A'C L (C'BD) Ip
O'N este linie mijlocie in AA'C'C, O'N | A'C Ip
O'N L (C'BD),(0'B'N) L (C'BD) Ip
¢) Fie {0} = 0O'N nC'0,<(C'N,(0'B'N)) = <C'NQ Ip
g lpp_1.a6_aV8 gy =S = Y8
Ed =50F=5 3—6,Sm(<ICNQ = Ip
TOTAL 7p
Problema 4
a) Fie N mijlocul segmentului AD, MN || CD.
%(BM,CD) = «(BM,MN) = <BMN lp
i : _ME_ V3 lp
EmmWMhnMNJmﬂﬁBME)—MB—S o
b) AM=xsi MN || CD,N € (AD).Construim MP L AB,P € AB Ip
. MP
sin(¢ABM) = G Ip
ME
CDS(QBME) = P lp
cos(«(BM,CD)) _ ME _ E
sin(¢ABM)  MP 3 Ip

TOTAL




Solutii clasa a VIII-a

1.Inegalitatea este echivalentd cu2x2+9—6xv2 =0 & (xv2 — 3)? > 0,relatic adevirata.

b) In inegalitatea, 2x% + 9 > 6xv/2 inlocuim pe x cu a obtinem 2a? + 9 > 6av/2,

-~ 1 . b 1 c 1
rezulta < 1 < <
2a%+9 6\/2_s 2b%24+9 — 6v2 ' 2¢2+49 ~ 62

a b c 3
+ <
2a%+9  2b2+49 2c249 62

Adunam toate inegalitatile si obtinem:

b c V2
5 + + = —
2a2+9 2b2+9 2c2+49 4

Rezulta

2. Din enunt rezultd n, n+2023 si

Vn +vn + 2023, trebuie si fie patrate perfecte, deci existd a si b numere naturale
astfel incat n=a? si n+2023=b? si a+b este pitrat perfect.

Avem b? — a* = 2023 sau (b — a)(b + a) = 2023 = 7 - 17? , b+a pitrat perfect
mai mare decat 1 deci, singura varianta este b+a=172 si b-a=7 cu solutia a=141,
b=148

Rezulta n=19881.

3. a) Deoarece AB'C'N = AC'CM(c.c.), rezultd

<C'B'N = <MC'C. Dar, <C'B'N + <B'NC’' = 90°,

obtinem ca <MC'C + <B'NC' = 909, adicid AEC'N este B
dreptunghic in E, unde {E} = B'N n C'M.
Deci, B'N L C'M (1).Deoarece PM || AB, iar
AB L (BCC"), rezulta PM L (BCC").

Cum B'N c (BCC"), rezultd PM L B'N (2).

|
Din relatiile (1) si (2), precum si din faptul ca | / .
PM,C'M c (BCC'),PM NC'M = {M},rezulticiB'N L  gs é o C
(C'MP).




b) Deoarece CC' L (ABC) si BD c (ABC),
rezultd CC' L BD. Dar, BD 1 AC, iar

AC,C'C < (ACC"),ACNC'C ={C), rexulta
ci BD 1 (ACC"). Deoarece A'C c (ACC"),
obtinem ca BD L A'C (3)

ér\-

Notam cu {F} = A’C N C'0. Atunci ACFO~AA'FC' ( deoarece ocC || A'C").

Amnczp—Ci:%:%:-z— Daca AB=q, obtinem ca OC =W 670 —7\/_
A'C =aV3,FO ——\C « PE = \/_ . Se verifica relatia OF2 + FC? = 0C?, de unde

rezultica A'C L C'0 (4).

Din relatiile (3) , (4) si din faptul ca BD,C'0 c (C'BD),BD n €'0 = {0}, obtinem ca
A'C L (C'BD). Deoarece O'N este linie mijlocie in AA'C’C, rezulta O'N || A'C, deci
O'N L (C'BD).Dar O'N c (0'B'N), de unde rezulta (0'B'N) L (C'BD).

¢) Notam {Q} = O'N N C'0. Din punctul b) rezultd C'Q L (0'B'N).
Atunci <(C'N, (0'B'N)) = 4C'NQ. Deoarece O'N este linie mijlocie in AC'A'C,

rezultd C'Q = -C F= .1.-%_- = a\/_ . Triunghiul C'QN este dreptunghic Q, de unde
rezulti cd sin(xC'NQ) = E:i -‘/3:

4. a) Notam cu N mijlocul segmentului AD. Rezultd MN linie mijlocie in AACD, deci
MN || CD. Atunci <(BM,CD) = <(BM,MN) = <BMN.

Dacid AB = a, atunci A BMN este isoscel, BM = BN = -(%F—

Fie E mijlocul lui MN. Atunci ME = —MN == de unde rezulti cos(¥BME) = MB,

adica cos(¥BME) = 2»’_ g.

b) Daci AM=x si MN || CD, N € (AD), atunci AAMN este echilateral si MN=x.

Construim MP L AB,P € AB. Din AAMP, *MAP = 60°, obtinem MP = "f



sin(¥ABM) = %;—

cos(¥BME) = %;; ;

cos(«(BM,CD)) _ ME _ 3

Rezulta — :
sin(«ABM) MP 3
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OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locala
11.02.2023
Clasaa VI-a

Exercitiul 1. Aratati ca daca a, b, c sunt cifre nenule si

& bk
abO0+ac bcO+ba cal+ch’

atunci. a=b=c.

Exercitiul 2. Se considerd numarul 4=3+3%+3%+...+3%%,

a) Ardtati ca 4 se divide cu 156,

b) Determinati numarul perechilor (p,n) de numere naturale pentru care p" =2-4+3.

GM. 10/2022

Exercitiul 3. Fie <40B, <BOC, <<COD, <DOA unghiuri formate in jurul unui punct.

Se stie ca:
2-«COD =3-%A40B, 10-<BOC =9-«DOA
i <A0OB <«BOC
$ > =

a) Aratati ca bisectoarele unghiurilor <40B si <40D formeaza un unghi drept.

b) Dacid OP este bisectoarea unghiului <BOC si OQ este bisectoarea unghiului <40D,
aflati unghiul <P0OQ .

Exercitiul 4. Fie multimea 4={2°-7"|a,beN}.

a) Aflati cele mai mici patru elemente din 4 care sunt patrate perfecte.

b) Demonstrati c printre oricare cinci elemente din mulfimea 4, exista cel pufin doua al
caror produs este patrat perfect.

Nota:
- Toate subiectele sunt obligatorii;
- Fiecare subiect se noteazd cu 7 puncte;

- Timp de lucru: 2 ore.
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Solutii clasa a IX-a

1.a) Dacia [k k + ) kEZ,rezulté[a]:k,[a-f-ﬂ=k,[2a]=2k,deci [a] +

Dacia a € [k+-§-,k+ 1),k € Z, rezultd [a] =k, [a+%] =k +1,[2a] =2k + 1,
deci [a] + [a -I-%] = [2a].

2x+5 __ 2x-1

b) Observam ca
[Zx 1,1 ]_[Zx 1]‘

Ecuatia devine: [2x6_1} + [

= ] -

x+1] _ 3x+1
3 ] 2

Procedand la fel, obtinem: xTH = 2x6_1 + % , deci [zx;l] + [%1] = [2x6—1] =
{ZX—I +E] - [Zx—l]
6 2 3 I

: . [2x=-1] _ 3x+1
Ecuatia devine [ = ] = ;

2
3x+1<2x—1<3x+1+1 11< & —1
— —
Z = 3 2 5 - =
3x+1

EZ=xE {—g,—l}.

2. a) Din 1p0teza rezultd ca M este mijlocul lui AB, P este mijlocul lui CD,
BN = ——BC AQ = —AD Avem:

MN+MQ—— MB + BN + MA + AQ = BN + m%(ﬁﬁﬁ').
b) Fie S mijlocul segmentului NQ. Rezulta MS = %(MN + MQ) si 2MP =
(MA + AD + DP) + (MB + BC + CP) = AD + BC.




Obtinem 2MP = %(MN + MQ) = gMS, deci MP = %m de unde obtinem ci
punctele M, S si P sunt coliniare, adica dreapta MP trece prin mijlocul segmentului

NQ.

3. Presupunem, prin absurd, cd propozitia este adevarati, deci existi g € N astfel

incat (p + /P2 + 2021) = /g% + q adica 2p? + 2021 + 2p/p? + 2021 =

= /g% + q. Ridicand egalitatea anterioara la patrat si notdnd x = 2p? + 2021,

obtinem:

x% + 4p%(p? + 2021) + 4px/p? + 2021 = g% + g.
Rezulta ca \/p? + 2021 este numdr rational, deci existd k € N astfel incat
p* + 2021 = k? sau (k — p)(k + p) = 2021. Avem solutiile naturale
(k,p) = (1011,1010), pentru care egalitatea din enunt conduce la g(q + 1)
= 2021%, respectiv (k, p) = (45,2) pentru care obtinem q(q + 1) = 47*.
Niciuna dintre variante nu convine, deoarece q(q + 1) este numdr par.

4. Cum (x> — y®)(x — y) = 0, obtinem ci x® + y® > xy(x* + y*) de unde
x®+y®
porsr = xy. (1)

rezulta ca

Deoarece x,y = 2 rezulta ca (x — 1)(y — 1) = 1 echivalent cu xy > x + y. (2)

x6+6
Y = X+ Y.

eyt T

Din relatiile (1) si (2) obtinem

yﬁ 6 26+x6

=y +zsi

y4+z4 =

Analog rezulta ca

A= ZTX

x64y6  yb4z6  z64x6

=
xt+y* o yttzt | ztext T

Prin adunarea celor trei inegalitati obtinem 2x+ vy + 2).




BAREM DE CORECTARE

(k,p) = (45,2) = q(g + 1) = 474, fals

Clasa a IX-a
Problema 1
a)aE[k,k+%),k€Z=>[a]+[a+§]:[2a] Ip
1 1
aE[k+5,k+1),k€Z=>[a]+[a+;:]=[2a] Ip
|y 2245 _2%-1 1 _ [2x-1 x+1] _ 3x+1 2
b) 12~ 12 +2=>[6]+[3]_ 2 e
i+_1 — 2x-1 +1 = [21*1] _ 3x+1
3 6 2 3 17 2 Ip
O, ..
Finalizare: x € { T 1} 2
TOTAL 7p
Problema 2
a) MN + MQ = MB+ BN+ MA+AQ =BN + AQ = 3p
3 _—
= (4D +BC)
b) MS = ;(m +MQ), S mijlocul lui NQ Ip
" g 1
2MP = AD + BC P
— 4’—.
MP =z MS Ip
1
Finalizare: dreapta MP trece prin mijlocul segmentului NQ ¢
TOTAL 7p
Problema 3
Presupunem cd exista ¢ € N astfel incat 2p? + 2021 + Ip
+2py/p? + 2021 =,/q? + ¢q
x? + 4p*(p? + 2021) + 4px/p? + 2021 = g2 + g, unde 2p
x = 2p? 4+ 2021
VP*+ 2021 =k,keN & (k—p)(k+p) = 2021 2p
(k,p) = (1011,1010) = q(g + 1) = 2021%, fals 1p




TOTAL

Problema 4

x8+y6

(2 =y x=y) 202 x5 +ys 2ay(xt +y%) = 5%
Deoarece x,y = 2 rezultd cd (x — 1)(y — 1) = 1 echivalentcuxy > x + y

= Xy

6+y6 . 1 yﬁ z& 6 6
> > =
Br—— X+ ysiana ogy4+z4 =Y+ Z, i 2 + X
Finalizare

TOTAL
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Problema 1.
; I y 3
A\«em2x+x xtx+22 <B4 T
cu egalitate dacd si numai dacad x = -i-, adicd x* = y. (1p)

Tinand cont ca 3xy > 1 (deoarece x,y € (\%,m)), avem:

logsxy (22 +2) 2 logay, (33/xy) = < logazy (xy) , (1)

logs (3xy>

Scriind si celelalte douﬁ reiatii analoage cu (1) si insumand cele trei inegalitdti membru cu membru,
obtinem: E = Zlog o + 210834y (xy), (2) , unde E este membrul stang al inegalitatii din
enunt, iar sumele sunt CIrculare. (2p)

In relatia (2) avem egalitate daca si numai

dacd : x? = y,y? = z,2* = x, (*). Din relatiile (*) obtinem x* = zi z> = x,deunde x = z = 13i
atunci y = 1. Deci 1n (2) avem egalitate dacd si numai daca :

x=y=z=1,(**). (2p)
Cum Y iog3x),(xy) =3- Z]Dg [13 ) , relatia (2) devine: E > 1 + ) , (3). Tinand cont

(v)a b,c > 0, avem

logs (Bxy)

= ,(4), cu egalitate daca si numai dacd xy = yz = zx <=>
logz(3xy) logs(27(xyz)?) (4), g 5 y=Yy

x =y =2z,(***). Din relatiile (3) si (4) rezultd imediat inegalitatea cerutd in enun(. Cazul de

egalitate se obtine din (**) si (***), adicapentrux =y =2z = 1. 2p)
Problema 2.

a) Pentru x =0 obtinem f(f(y)) y+ (f((]))2 (V)y € R= f°f este bijectiva si deci f
Bljeetivllnnmmssamies S s s s sy o D
b) Fie f(0) = a. Din surjectivitate= (3) u € R astfel incét f(u) =0

Pentrux =051y = U =2a=UF A2 D UZ A= 0% oo 1p
Pentrux = usiy =0 = f(u? + a) = 0 = f(u) si deoarece finjectivi= u’ +a=u =
(a—a®)+a=a—-a’*=a*(1-a)’+1)=0=a=0= f(0) = 0. ceoererrrrrrrrrerernne. 1p
¢yobtine F{f (7)) = 3. (Ve R=s F(N=F"23), (V¥ € R.cumwiisssiissesisssssussivos p

Punidnd y = f(x) in relatia initiald = f(x* +x) = (f(x))z + f(x), V)x,y € R



Pentrux = -1 = f(0) = ()‘(—1))2 + f(—1) = f(—1) = —1 deoarece f injectiva.
Punind y = f(y) in relatia initiald = f(x*> +y) = ()"(x))2 + F (3, (V)x,y € R de unde,

pentux =-1= f(y+1)=f)+1L(V)yeR... 1p
Prin inductie matematicd, urmeaza ca f(y +n) = f(y) + n, (V)n E N' = f(n) =M, (V)n E N"
Deci, f~1(2023) = f(2023) = 2023... ST 2p
Problema 3.

Fiea_— h=2 51c—-z-—=.\|a| Ibl=lcl=1sia+b+c=1.

Fie A(a) B(b) st C(c) = punctele A(a), B(b) $i C(c) apartin cercului unitate s1 H(a + b + c) este
ortocentrul triunghiului ABC. .................. e 1p

Deoarece a+b+c=1= ]a + b+ cl = 1 = H[a + b + c) apar;me cen:uim unitate de unde
avem cd triunghiul ABC este dreptunghic si deci ortocentrul sdu coincide cu unul dintre varfuri.

.................................................................................................................................................. 2p
Din simetrie, putem presupune ca triunghiul ABC este dreptunghicin A = H=A=a+b+c =
a=a=15ib+e=0=2 =2,5i2F =—2}.....cc. ...2p
|22022 4 72022 | 52022| _ |,2022 4 2022 4 (22)1011| _ Izzazz + Zznzz +( Zz)wnl _

= | 22022 4 72022 _ 52022) = |52022| = |5, [2022 = 1 | ..2p
Problema 4.
Din identitatea paralelogramului avem cd [z — 1|2 + |z + 1] = 2(J2]* + 1) eeeeeeeeenne 2p

2 2 2
Deoarece |z| < 1, obtinemcdi 1 = s+ . Izl :|z+1] .2p
Folosind inegalitatea mediilor rezulta ca
—1|24 2 |z-12433z+1127 4 K

g p aleienl et | PSR Y TP LU 2p

Deci, 272 |z—=12-|z+ 1|  =3V3 =2 |z—1| |z+ 1P = |22 = 1| |z= 1|%csiricriiiairnnns 1p
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Clasa a XI-a

Barem de corectare si evaluare

1A= (3 3) Tr(A)=a+d, det(A)= ad-be, atunci A% — Tr(4) A + det(A)l, = 0y(1).....1p

) DEEX3Y 221, deei BEEIR) = Tiiisnussnsiisinnemmensmsmmns smmn o nn sos s e s s ann s sansn 1p

Notdm cu t nrma matricei X si din relatia (1) se obtine X? =t X — 1, ,

D AR D e oSS 2p

t3-3t=18, deci t 3, X3 = 8X — (3 0)

0 3

AB=BA implicd A*+A2B>+B*=(A+AB+B)(A%-AB+B2).......coooooooooo) 2p
det(A*+AB+B?)det{ AZ-AB+B2)=9.......eeeeeeeeeeeeeeeee e Ip
In relatia det(X+Y)- {et(X-Y)=2(det(X)+det(Y)) , obtinem pentru X=A2+B2 si Y= AB
det(A*+AB+B?)+ det, \’-AB+B?)=2(det(A+B?+det(AB))=10......................2p
det(A™*+AB+B?) si det( \>-AB+B?) sunt egale cu 1 si T AU |

suma cerutd este 1+3=¢ e s s saesessesssasenens LD

3.Dina, >0,¥vn € N* avam
i1 =@ =In(a;+ay- ..+a,) —In(a; +a, + .. +a,_;) >0,vneN",

dect sirul (@) >1€8te SACE CIESCAIOT ..o Ip

Presupunand ca sirul (a,),cy+ este si marginit superior, rezulti ci este convergent si notim [ =
L Ip

n—co



Din relatia de rccurenta obtinem cd e = a; + a; + ... + a,, deci e%+1 = g 4 a, .Trecind la
limita obtinem e' = ! + [, deci [ = 0. Pe de alta parte, cum sirul (a,),> este strict crescator, | >
a; > 0, contradictie! Deci sirul (an)n>1 este strict crescator §1 nemdrginit superior, deci are limita

Deducem ci lima,, - ™% = Ulp

n—co

Atunci lim

n—oo

. In(aj+az+.+a,) —In (ay+az+..+ay_1)
( utl 1) . ean s ]im (a+a;z n) 1742 n—1 _eq,.l_, de lmde

iy n—co iy

a " (1 ta T fﬂ + )
lim (LH‘“ 1) e = lim 2L Sy e g =
Nn—oo al’i n—co a‘T&

.. In(1+a,-e 9n
— ]lm ( an )

n—o ay-e”dn

4.Cumx—1 < [x] < x, VxERrezu]tav,_ 1< [\F] (,‘v'k— 1, n:n(Zk_lv,_ 1)<
n n &

The1 [ Toigrd Dot T
Dacd b, = LrT:;[“HJi’ezulte’l—k-1L< by < ik (I)2p

ay ay

- o : i |
Cum a;> 0, demonstram prin inductie matematici ci a,>0,vyn>1=a,,;,—a, = =2

n

0,¥n = 1= sirul a, este strict crescitor, deci exista lim a, =1 € R, trecand la limita obtinem 1 =
n—oo

n 1 1
- /3 . . . . m+1 : a
Daca u, = Sk . folosind Cesaro-Stolz, obtinem : L= lim U, = lim —=— = |im —_— =
it n—sco n—oo Apy)—dy n—oo Vn+l
3 a
= 2. —————————————— Ip
n—oo

. ay a a > n+l+yn . /n . 1 2
Dar lim = = lim 22 — iy X =2lim—=2lim+= -df:ch——rezultaL V2.
n—co yn n—ce Vn+l—yn n—oo an n—oo Ay n—oo == L

Conform criteriului “clestelui” rezulti lim b, = \/flp

=00




Subiectul 1, solutie (barem de corectare)

-z
4c + mfcos™(§ — z) + sin™(3 — )]

) B fb ¢+ acos™(§ — z) + bsin™(3 — z) =,
a

/ Y ¢+ asin®z+ beos™ 7
. dc+ w(sin"x +cos"z

£ —x)+ bsin™(% —z) in

b n
B © ., c+acos (
N /n ( 1){2 x) 4c + wlcos™(E — z) +sin™(§ — z)|

® ¢+ acos™z + bsin™z
o 4c+ w(cos™ r + sin™ )

378 s+ acos™x + bsin®z
g-a=p 40+ 7(cos™ £ + sin™ z)
b e+ asin®z + beos" z + ¢ + wcos” z + bsin™ x e

Rezultd cd
2] = - o
b dc + m(cos™ z + sin™ x)

B /ch-i-(a-i—b)[sin“$+bcos“a:) dz—l/bdz~b_a
a7 4c+ m(cos™ z + sin™ x) 2/, 2 -

deci [ = *3%.




Subiectul 2, solutgie (barem de corectare)

In relagia data inlocuim pe z cu 7 — z si obginem:

2

flm—z)sinz — f(z) = cos®*z, pentru orice z € [0, 7). (1p)
Inmultim relagia din ipotezd cu sin z i obtinem. pentru orice z € [0.7].
f(z)sin®z — f(m — z)sinz = sinzcos® z. (1p)
Prin adunarea acestor doud relatii obtinem
—f(z) cos®z = (1 +sinz)cos®z,
deci
cos’ z(1 +sinz + f(z)) =0 pentru orice z € [0, 7). (2p)
Prin urmare
—1—sinz, z# =
flz) = : ,
a. z=7. (1p)
Functia [ are proprietatea lui Darboux deoarece admite primnitive.
Pentru a # —2 ar rezulta ci f are discontinuitati de prima spetd, contradictie. (1p)
Rezultd c¢& a = —2, deci f(z) = —1 — sinz, pentru orice z € [0, 7]. Prin urmare, primitivele
lui f sunt de forma
F(z)=—-z+cosz+c¢ VYz€[0,7], undeceR. (1p)




Subiectul 3, solugie (barem de corectare)

(a) Fie 2 € G cu «® = ¢. Fixand un element « € G, avem (din ipoteza)
e’ =ela =z =c¢
Asadar, r° = e = z = e sau, echivalent,
r#e=zl#e
(b) Fie .y € G arbitrare. Folosind relagia (*) deducem ci
27 (zy)® = (y2)’z7! = 2y = yz.

deci G este abelian.
(c) Fie G un grup abelian cu proprietatea

rEe=r1’#e

Vom ardta cd are loc (*).

(2p)

Ludm z.y. z € G astfel incat 7y? = 22z, deci (din comutativitate) avem zy® = £22. Obtginem

clg? = 22,
Avemn

y2=22<=>(yz'1)2=e———>y=z.

adicd functioneazi relatia (*).

(1p)

(2p)



Subiectul 4, solutie (barem de corectare)

Se stie cd orice grup cu un numdr prim de elemente este ciclic si oricare element al sau diferit
de elementul neutru este un generator al grupului. (2 p)
Asadar grupul considerat va fi ciclic si deci abelian.

axb=d|,xc=> (c*xa)xb=cx*d,

deci
exb=cxd, cxd=dxc=0>, adicaexb=0b. (1p)
Aceasta ultima egalitate arata ca e este clement neutru. (1p)
Notand cu G grupul considerat, luandu-1 pe a drept generator, vom avea G = {e,a,a? d* a*}.
Deoarece c+a = e, deducem ¢ = a*. (1p)
Rezulta {b,d} = {a® a’}.
Daci b = a®si d = a2, atunci axb = a* # d = a* Decib=a*sid = a’. (1p)

Avem G = {e,a,a* = b,d = @®,¢ = a*}. Tabla grupului este

«|a b ¢ d e

(1p)

o
o
W
=
o
o




