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Rezumat
In aceasta lucrare prezentim citeva metode de integrare, pentru integralele definite, precum si
cateva inegalitati ce pot fi utilizate in practica, prin probleme cu rezolvari complete.

1. Fief:[0,2v3] = R, f(x) = x — [x].
Calculati fozﬁf(x)dx

x,x €[0,1)
x—1,x €[12)
x—2,x €[2,3)
x —3,x €[3,2V3]
fx)dx = flx dx + fz(x — Ddx + f3(x —2)dx + f:\/g(x —3)dx =

(1)+(——x)|2 (——2)|2 — 3x) |2‘/_ to2-l41+2-6-244+

—6\/_—E+9=12—6\/_

Explicitam functia si obtinem : f(x) = i

Obtinem

x2

2

2

1
2. Sidsearate ci lim (eﬁ — 1) fl[nx]exdx =1
n—->00
1

Stim ca : lim en- 1
n-oo =
n
e*(nx — 1) < [nx]e* < nxe* (din definitia partii intregi)(2)
Integram inegalitatea (2) pe intervalul [0,1] si rezulta :

=1 (1)

1 1 1
f e*(nx —1)dx <f [nx]e*dx Sf nxe* dx
0 0 0
Adica: n+l—-e< fol[nx]exdx <n

Deci' n+l-e

1 . o o
" < - fo [nx]e*dx , care prin trecere la limitd conform criteriului

“clestelui” da: lim %fol[nx]exdx =1 (3)
n—->oo
1
Vom scrie limita initiala astfel : hm en ! 111 fol[nx]e"dx =1-1=1

3. Sa se demonstreze inegahtatea :

22 1)<f1 x4+1d <24+57r
\ o2 +1 ST a0




Aplicam inegalitatea mediilor si obtinem :

1

4

x*+1 1 X147
\/ =\/(x4+1)x2+1< X +1,cux€(0,1)

x2+1 2

x*+1
x2+1

1
x2+1

5
Integrand aceastd inegalitate obtinem : [ 01 dx < % fol(x4 +1+—=—)dx = %(x? +x+

__ 24+45m

0w D

arctgx) |(1) = %(§+ 1+ E)

x24+1
Integram si aceasta relatie pe intervalul [0,1]

B 2 ) oo va- -y o

Din relatia (1) si (2) , obtinem ca inegalitatea din enunt este adevarata

Pe de alta parte , \/x4+1 > \/2(\/? -1

Inegalititi remarcabile
a) Inegalitatea lui Young

Fie f: R, = R, , o functie continua , strict crescatoare, astfel incat f(0) =0 .
Atunci Ya>0sib € f(R,) avem:

a b
ab < f f(x)dx + f f1(y)dy
0 0
Aplicatie :
Sa se arate ca foe(\/ex —1+4In(x?+1))dx > e?

Se considerd f: R, » R, , f(x) = In(x? + 1) , care este continud, strict crescitoare
sif(0)=0

Inversaeieste f71:R, > R, , f1(x) = VveX—1
Se aplicd inegalitatea lui Young pentru a =b = e si obtinem :

ee< foe In(x? + 1) dx + foe\/ex — 1dx

b) Inegalitatea lui Cauchy — Buniakovski — Schwartz
Daca f,g : [a,b] —R sunt functii continue, atunci avem urmatoarea relatie :

12 g < |12 2@ - |17 goaax

Avem egalitate in inegalitate daca g = 0 si f arbitrard sau daca f=kg, cuk din R

Aplicatie :
Fie f: [a,b] —R o functie integrabild . Sa se arate ca :

b 2 b 2 b
(f f(x)sinxdx) +<f f(x)cosxdx) S(b—a)ffz(x)dx

Se aplica inegalitatea pentru fiecare din integralele din membrul stang



(\/fbfz(x)dx -\/fbsmzxdx fbfz(x)dx -fbsinzxdx
2 < (\/fbfz(x)dx -\/fbcos xdx | < fbfz(x)dx chos xdx

Adunam cele doua relatii :

b 2 b 2
(f f(x)SiHde) +<f f(x)cosxdx)
a b a b

Sf f?(x)dx f sinxdx +fbf2(x)dx -fbcoszxdx

a a a

b 2 b 2 b b b
<.f f(x)sinx dx) + (f f(x)cosx dx) < f f2(x)dx - <f sin®xdx + f cos?xdx )
a a a a b a

b b
=f f2(x)dx f (sin®x + cos?x)dx = (b —a)f f2(x)dx

b 2
<f f(x)sinx dx) <

b
<f f(x) cosx dx)

Concluzii
Lucrarea prezinta cateva metode de integrare, pentru integralele definite, precum si cateva
inegalitdti ce pot fi utilizate in practica, prin probleme cu rezolvari complete.
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