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Rezumat 

În această lucrare prezentăm câteva metode de integrare, pentru integralele definite, precum și 

câteva inegalități ce pot fi utilizate în practică, prin probleme cu rezolvări complete.  

 

 

 

 

1. Fie f:[0,2√3]  → 𝑅 , 𝑓(𝑥) =  𝑥 − [𝑥]. 

Calculați ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
2√3
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Explicităm funcția și obținem : 𝑓(𝑥) =  

{
 

 
𝑥, 𝑥 ∈ [0,1)

𝑥 − 1, 𝑥 ∈ [1,2)
𝑥 − 2, 𝑥 ∈ [2,3)

𝑥 − 3, 𝑥 ∈ [3,2√3]

  

Obținem : ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 𝑥 𝑑𝑥 + ∫ (𝑥 − 1)𝑑𝑥
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2. Să se arate că lim
𝑛→∞

(𝑒
1

𝑛 − 1) ∫ [𝑛𝑥]𝑒𝑥𝑑𝑥 = 1
1

0
 

Știm că :                                 lim
𝑛→∞

𝑒
1
𝑛−1
1

𝑛

= 1  (1)  

  𝑒𝑥(𝑛𝑥 − 1) <  [𝑛𝑥]𝑒𝑥 ≤ 𝑛𝑥𝑒𝑥    ( din definiția părții intregi)(2)  

Integrăm inegalitatea (2) pe intervalul [0,1] și rezultă :  

∫ 𝑒𝑥(𝑛𝑥 − 1)𝑑𝑥 < ∫ [𝑛𝑥]𝑒𝑥𝑑𝑥 ≤ ∫ 𝑛𝑥𝑒𝑥 dx
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Adică:                    𝑛 + 1 − 𝑒 <  ∫ [𝑛𝑥]𝑒𝑥𝑑𝑥 ≤ 𝑛
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Deci:                  
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𝑛
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 , care prin trecere la limită conform  criteriului 

“cleștelui”  dă : lim
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Vom scrie limita  inițiala astfel : lim
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3. Să se demonstreze inegalitatea :  

√2(√2 − 1) < ∫ √
𝑥4 + 1

𝑥2 + 1
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Aplicăm inegalitatea mediilor și obtinem :  

√
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= √(𝑥4 + 1)
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Integrând această inegalitate obținem : ∫ √
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Pe de altă parte , √
𝑥4+1

𝑥2+1
≥ √2(√2 − 1) 

Integram și această relație pe intervalul [0,1] 

 

∫ √
𝑥4+1
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𝑑𝑥 ≥ ∫ √2(√2 − 1)𝑑𝑥 =
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Din relația (1) și (2) , obținem  că inegalitatea din enunț este adevarată 

 

 

Inegalități remarcabile  

a) Inegalitatea lui  Young  

Fie f : 𝑅+ → 𝑅+ , o funcție continuă , strict crescătoare, astfel încât  f(0) = 0 . 

Atunci  ∀ 𝑎 ≥ 0 ș𝑖 𝑏 ∈ 𝑓(𝑅+)  avem : 

𝑎𝑏 ≤ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 + ∫ 𝑓−1(𝑦)𝑑𝑦
𝑏

0

𝑎

0

 

Aplicație :  

Să se arate că     ∫ (√𝑒𝑥 − 1 + ln (𝑥2 + 1))𝑑𝑥 ≥ 𝑒2
𝑒

0
 

 Se consideră f : 𝑅+ → 𝑅+ , 𝑓(𝑥) =  ln (𝑥2 + 1) , care este continuă, strict crescătoare  

și f(0) = 0 

Inversa ei este 𝑓−1 : 𝑅+ → 𝑅+ , 𝑓−1(𝑥) =  √𝑒𝑥 − 1  

Se aplică inegalitatea lui Young pentru a = b = e și obținem : 

 

e∙ 𝑒 ≤ ∫ ln(𝑥2 + 1)𝑑𝑥 + ∫ √𝑒𝑥 − 1𝑑𝑥
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b) Inegalitatea lui Cauchy – Buniakovski – Schwartz 

Daca f,g : [a,b] →R sunt funcții continue, atunci avem următoarea relație : 

 |∫ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥
𝑏
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Avem egalitate în inegalitate dacă g = 0 și f arbitrară sau dacă  f = kg, cu k din R 

 

Aplicație : 

 Fie f : [a,b] →R o funcție  integrabilă . Să se arate  că : 

(∫ 𝑓(𝑥) sin 𝑥 𝑑𝑥
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+ (∫ 𝑓(𝑥) cos 𝑥 𝑑𝑥
𝑏
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≤ (𝑏 − 𝑎)∫ 𝑓2(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

Se aplică inegalitatea  pentru fiecare din integralele din membrul stâng  



|(∫ 𝑓(𝑥) sin 𝑥 𝑑𝑥
𝑏
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| ≤ (√∫ 𝑓2(𝑥)𝑑𝑥 
𝑏

𝑎

∙ √∫ 𝑠𝑖𝑛2𝑥𝑑𝑥 
𝑏

𝑎

)

2

≤ ∫ 𝑓2(𝑥)𝑑𝑥 
𝑏

𝑎

∙ ∫ 𝑠𝑖𝑛2𝑥𝑑𝑥 
𝑏

𝑎

 

 

|(∫ 𝑓(𝑥) cos 𝑥 𝑑𝑥
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Adunăm cele două relații :  

(∫ 𝑓(𝑥) sin 𝑥 𝑑𝑥
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Concluzii 

 Lucrarea prezintă câteva metode de integrare, pentru integralele definite, precum și câteva 

inegalități ce pot fi utilizate în practică, prin probleme cu rezolvări complete.  
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